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Summary: Tt i8 proved that ij a degree (in the 1ipper semi-lafftce of Kleene and Post) 
fontains an immune sei then the same is true for all greater degrees. Tn combination Ifttll a 
result of Dd'leer this !lieids the existence 01 immune representathes for a large dass 01 
arithmdical degrees. 
Übersieht: Es wird bewiesen. daß mit einem t:nlösbarkeitsgrad (in der Kleene-Post-
sehen Halbordnung) auch alle größeren Grade eine immune :\Ienge enthalten. :\Iit einem 
Resultat von J)ekker folgt dann die Existenz immuner Repräsentanten für eine große 
Klasse von arithmetischen Graden. 
Zwischen irgend zwei Mengen A, B von natürlichen Zahlen ist die Relation 
A ist B-rekul'siv erklärt, die etwa folgendes bedeutet: 
Es gibt ein effektives Verfahren. welches für jede natürliche Zahl x in 
endlich vielen Schritten zu entscheiden gestattet ob XE A, falls man dabei 
ein Orakel zur Verfügung hat, das in jedem gewünschten Fall für eine natür-
liche Zahl y darüber Auskunft gibt ob y E B. 
Das Entscheidungsproblem für A ist dann also reduziert auf das Ent-
scheidungsproblem für B. Man schreibt auch A ~T B und sagt, A sei von 
nicht höherem Cnlösbarkeitsgrad in bezug auf Turing-Reduzierbarkeit als B. 
Die Unlösbarkeitsgrade, kurz Grade, sind dann die Abstraktionsklassen der 
Aquivalenzrelation A == TB =Df A ~T BA B ~T A. Sie bilden auf natür-
liche 'Veise eine Halbordnung. den Kleene-Postschen Halbrerband (siehe [2]), 
der Gegenstand zahlreicher Untersuchungen ist, die teils Reine algebraische 
Struktur, teilt; Repräsentanten besonderer Art in den Graden betreffen. 
In dieser Kote wird ein einfacher Satz über derartige und zwar immune 
Repräsentanten bewiesen. Dabei heißt eine )Ienge A von natürlichen Zahlen 
immun genau dann, wenn gilt: 
(1) A ist unendlich, 
(2) A enthält keine unendliche rekur"iv aufzähltmre Teilmenge. 
Es sei erwähnt, daß eine Menge, die nicht immun ist, besonders ,.anfällig'· 
ist in bezug auf das Enthalten von Teilmengen. Sie enthält )Iengen aller 
Gra(le, ja sogar zu einer jeden Menge, ihr Bild ,-ermöge einer eineindeutigen 
rekursiven Funktion. 
Satz: Trenn der Grad a einen immunen Repriisentanten hat lind a ~ b, so 
hat auch der Grad beinen imlllunen Repriisentallten. 
1 Wi5'enschaft!. Abhand!. XII, 1960 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047365
2 Arnold Oberschelp 
Beweis: Sei BEb und A E a und A immun. \Vir konstruieren eine Menge 
B* .. für die gilt: 
B* == T Bund B* ist immun. 
Konstruktion von B*: 
BI =Dj{ziVxVy (z = 2'" 3Y AXE B)v--"7VxVyz = 2x 3Y } 
Al' =DfA U {yly:s:: x} 
B 2 =Dj BI U {ziVx Vy (z = 2x 3Y A Y E Al')} 
B* =Df B z 
Es sind B, B nicht leer, da sonst B rekursiv und b = 0 und damit auch 
(l = 0 wären (0 = Grad aller rekursiven Mengen). Aber A ist nicht rekursiv. Sei 
also 1'0 E B und Xl E B. "Wir setzen 
t (z) - f x o, wenn ~ Vx Vy z = 2
r 3Y 
-Df l x, wenn z = 2'" 3Y 
f ist rekursiv, und es gilt: Z E BI <--> ! (z) E B. 
Sei z gegeben. 
\Venn f (z) E B, so Z E BI und z E B 2• 
\Yenn f (z) 1: B, so z 1: BI und z ist ein geordnetes Paar 2'" 3Y • Dann gilt: 
Z E B z +-> Y E A x. Da A :S::T B, ist auch Li :S::T B und Al' :S::T B. Die Relation 
Y E A x ist also B-rekursiv. 
~1ithin: B 2 ist B-rekursiv. 
Seien x 2' ••• , Xn die endlich vielen Zahlen kleiner oder gleich Xl aus A. 
Sei y gegeben, dann gilt: 
y E A <--> y = X z V ... V Y = X n V (y > Xl A 2'"1 3Y 1: B 2)· 
Folglich: A ist B 2-rekursiv. 
Sei X gegeben. 
Man prüfe die Zahlen X + 1, x + 2, ... durch, bis man eine Zahl Y E A 
findet. Das ist ein B 2-rekuraive;; Verfahren, das stets zum Ziele führt, da A 
unendlich ist. Dann gilt: 
x E B +-> 2'" 3Y E B 2• 
Also: Bist B 2-rekursiv. 
Insgesamt folgt B =T B 2, und da eine Menge und ihr Komplement stets 
im selben Grad liegen, ergibt sich: 
B*=T B. 
B* besteht nur aus Paaren 2l' 3Y mit x< y und Y E A. Ist jetzt Runendlich 
und Re B* und 
P =Df {YiVz Vx (z = 2r 3Y A zER)}, 
so ist P unendlich und P e A. \Venn ferner R rekursivaufzählbar ist, so ist 
auch P rekursivaufzählbar. Aber A ist immun, folglich: 
B* ist immun. 
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Dieser Satz ist freilich nur dann nützlich, wenn man bereits Grade mit 
immunen Repräsentanten kennt. Das ist jedoch der Fall. 
Nach Post [3] gibt es zur Menge {xlVy T (x, x, y)} (aus 0', dem höchsten 
Grad, der rekursivaufzählbare Mengen enthält) eine simple Menge vom 
gleichen Grad. Das Komplement einer simplen Menge ist jedoch immun. 
Mithin haben insbesondere alle arithmetischen Grade ~ 0' einen immunen 
Repräsentanten. 
Nach Dekker [1] gibt es sogar zu jeder echt rekursivaufzählbaren Menge 
eine hypersimple Menge vom gleichen Grad. Jede hypersimple Menge ist aber 
insbesondere simpel. Demnach könnten unter den arithmetischen Graden '*' 0 
nur noch solche Grade ohne immunen Repräsentanten sein, die in der Kleene-
Mostowski-Hierarchie ganz in (P2nQ2) - (PI UQI) liegen und zu denen es 
auch keine echt rekursivaufzählbare Menge aus einem kleineren Grad gibt. 
Bemerkung: Für die oben betrachteten Mengen R, P gilt offenbar: Wenn 
R O-rekursiv aufzählbar ist, so ist auch PO-rekursiv aufzählbar. 'Würde man 
also den Begriff der O-immunen Menge einführen, indem man in (2) "C-rekursiv 
aufzählbar" schriebe, so würde mit demselben Beweis der entsprechende Satz 
gelten. 
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